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ABSTRAK 
Misal G adalah graf dengan p titik dan q sisi. 
Graf G dikatakan graceful sisi jika ada fungsi 
bijektif f : E(G)  { 1,2,…,q } dan fungsi bijektif g 
: V(G)  { 0, 1,2,…,p-1 } dengan g(u) ≡
 fuv∈E(G) (uv) (mod p). Suatu graf disebut graceful 
sisi jika terdapat pelabelan graceful sisi pada graf 
tersebut. Pada skripsi ini dibahas pelabelan graceful 
sisi pada beberapa jenis graf sederhana, yaitu graf 
komplit, graf komplit reguler k-partit, graf roda, 
graf bisikel, dan graf trisikel. 
 
Kata kunci : pelabelan graceful sisi, graf komplit, 
graf komplit reguler k-partit, graf roda, graf bisikel, 
dan graf trisikel. 
 
1 PENDAHULUAN 
Salah satu topik dalam teori graf yang 
mengalami perkembangan pesat adalah pelabelan. 
Pelabelan pada graf pertama kali diperkenalkan 
oleh Sadlàck (1964), kemudian Stewart (1966), 
Kotzig dan Rosa (1970). Pelabelan pada suatu graf 
adalah sebarang fungsi yang memasangkan unsur-
unsur graf (titik atau sisi) dengan bilangan 
(biasanya bilangan bulat). Pelabelan graceful adalah 
salah satu pelabelan yang sangat terkenal. Ada 
beberapa macam pelabelan graceful, diantaranya 
adalah pelabelan graceful sisi, pelabelan graceful 
titik, pelabelan graceful kuat, pelabelan super sisi 
graceful, dan lain-lain. Sebelumnya telah ada 
skripsi yang membahas pelabelan graceful, yaitu 
tentang pelabelan (k, d)-graceful pada graf Tp-Trees 
oleh Inung Auliya (2008). 
Walaupun pelabelan graceful sisi adalah 
salah satu pengembangan pelabelan graceful, dari 
keduanya terdapat perbedaan yang sangat 
banyak.sehingga pelabelan graceful sisi menjadi 
menarik untuk dipelajari dan dibahas lebih lanjut. 
Adapun jurnal yang menjadi acuan dalam 
pembahasan dalam skripsi ini adalah jurnal dengan 
judul Is all the wheel graphs are Edge – Graceful ? 
oleh Venkatesan, S. and Sattanathan, R. dan Edge-
Graceful Graph oleh Linda Tsai. Pada skripsi ini, 
penulis hanya membahas pelabelan graceful sisi 
secara teoritis beserta teorema-teorema tentang 
graceful sisi. Sedangkan aplikasi dari pelabelan 
graceful sisi tidak dibahas. Adapun graf yang 
digunakan dalam pembahasan adalah beberapa jenis 
graf sederhana, yaitu graf komplit, graf komplit 
reguler k-partit, graf roda, graf bisikel, dan graf 
trisikel. 
 
2 KAJIAN PUSTAKA  
Pada bagian ini, akan diuraikan beberapa 
definisi dasar dan beberapa teorema yang berkaitan 
dengan pembahasan mengenai pelabelan graceful 
sisi pada bab berikutnya. 
2.1 TEORI DASAR GRAF 
Sebuah graf G berisikan dua himpunan, yaitu 
himpunan hingga tak kosong  V(G) yang elemen-
elemennya disebut titik dan  himpunan (mungkin 
kosong) E(G) yang elemen-elemennya disebut sisi 
sedemikian hingga setiap elemen e dalam E(G) 
adalah sebuah pasangan tak berurutan dari titik-titik 
di V(G). V(G) disebut himpunan titik dari graf G 
dan E(G) disebut himpunan sisi dari graf G [1]. 
2.2 MACAM-MACAM GRAF 
Sebuah graf komplit dengan n titik, 
dilambangkan dengan Kn, adalah graf sederhana di 
mana untuk setiap dua titik berbeda pada graf 
dihubungkan oleh tepat satu sisi[1]. Banyak sisi 
pada graf komplit dengan  n buah titik  adalah 
n n−1 
2
 . 
Graf bipartit (bipartite graph) adalah graf 
yang himpunan titiknya dapat dipartisi menjadi dua 
himpunan tak kosong X dan Y sehingga setiap sisi 
pada graf tersebut menghubungkan sebuah titik di X 
dan sebuah titik di Y. X dan Y disebut himpunan 
partisi [1]. 
Graf bipartit komplit (complete bipartite 
graph) adalah graf bipartit dengan himpunan partisi 
X dan Y sehingga setiap titik di X dihubungkan 
dengan setiap titik di Y oleh tepat satu sisi [10]. 
Graf bipartit komplit dengan  X  = m dan  Y  = n 
dinotasikan dengan Km,n.  
  
 
 
Graf reguler adalah suatu graf yang setiap 
titiknya berderajat sama [13]. 
Graf k-Partit adalah graf yang himpunan 
titiknya dapat dipartisi menjadi k himpunan tak 
kosong titik-titik, misal An, n = 1, 2, 3, …, k 
sehingga setiap sisi pada graf tersebut 
menghubungkan sebuah titik di Ai, untuk i ∈
  1, 2,… , k   dan sebuah titik di Aj untuk j ∈
  1, 2,… , k  , j ≠ i . An, n = 1, 2, 3, …, k disebut 
himpunan partisi. Dengan kata lain, pada graf k-
Partit tidak ada sisi yang menghubungkan dua titik 
pada himpunan partisi yang sama [13]. 
Graf komplit reguler k-partit adalah suatu 
graf komplit k-partit yang setiap titiknya berderajat 
sama atau banyaknya anggota setiap himpunan 
partisi titiknya sama [13]. 
Graf sikel adalah graf sederhana yang setiap 
titiknya berderajat dua [12]. Graf sikel dengan n 
titik dilambangkan dengan C
n
 dengan n ≥ 3 . 
Graf bisikel adalah graf yang terdiri dari dua 
sikel yang berpotongan pada satu titik, berpotongan 
pada satu sisi, berpotongan pada beberapa sisi, atau 
dihubungkan oleh suatu lintasan. Suatu graf bisikel 
terdiri dari q sisi dan q-1 titik [12].  
Graf trisikel adalah graf yang terdiri dari tiga 
sikel. Untuk jenis pertama ketiga sikel tersebut 
mempunyai satu titik persekutuan atau ada dua 
pasang sikel mempunyai satu titik persekutuan. 
Untuk jenis kedua, setiap dua sikel berpotongan 
pada satu atau beberapa sisi atau ada dua pasang 
sikel berpotongan pada satu atau beberapa sisi. 
Untuk jenis ketiga setiap dua sikel dihubungkan 
oleh suatu lintasan atau ada dua pasang sikel yang 
dihubungkan oleh suatu lintasan. Suatu graf trisikel 
terdiri dari q sisi dan q-2 titik [12]. 
Graf roda Wn  terbentuk dari suatu graf sikel 
Cn dengan menambahkan satu titik, misal titik x dan 
n buah sisi, dimana setiap sisi yang ditambahkan 
menghubungkan titik x dengan setiap titik pada Cn.  
Graf roda Wn mempunyai n+1 titik dan 2n sisi [12]. 
2.3 FUNGSI 
Misalkan A dan B adalah dua himpunan 
yang tidak kosong. Suatu cara atau aturan yang 
memasangkan setiap elemen dari himpunan  A 
dengan tepat satu elemen di himpunan B disebut 
fungsi dari himpunan A ke himpunan B. Apabila 
cara atau aturan tersebut diberi simbol f, maka 
dikatakan bahwa f adalah suatu fungsi dari 
himpunan A ke himpunan B dan dilambangkan 
sebagai f : A  B. Himpunan A disebut sebagai 
daerah asal (domain) dan dinotasikan dengan D(f). 
Himpunan B disebut daerah kawan (kodomain) dari 
fungsi f. [5] Ada beberapa macam fungsi, yaitu 
fungsi injektif, fungsi surjektif, dan fungsi bijektif. 
Misal f : A  B adalah suatu fungsi dari 
himpunan A ke himpunan B, 
a) Fungsi f dikatakan injektif (satu-satu) jika dan 
hanya jika setiap elemen berbeda di daerah asal 
mempunyai peta yang berbeda di daerah. 
b) Fungsi f : A  B disebut surjektif (onto) jika 
dan hanya jika setiap elemen di daerah kawan 
merupakan peta dari elemen dari daerah asal. 
c) Fungsi f : A  B disebut bijektif 
(korespondensi satu-satu) jika dan hanya jika 
merupakan fungsi injektif dan surjektif [5]. 
2.4 BILANGAN BULAT DAN 
KETERBAGIAN 
Jika a dan b adalah bilangan-bilangan bulat 
dengan a  0, maka a dikatakan membagi b jika ada 
suatu bilangan bulat c sedemikian hingga b = ac. 
Jika a membagi b, dapat dikatakan bahwa a adalah 
faktor atau pembagi dari b dan b adalah kelipatan 
dari a. Jika a membagi b, dapat dinotasikan a∣b dan 
jika a tidak membagi b, dapat dinotasikan a∤b [2]. 
Misal m adalah suatu bilangan bulat positif. 
Jika a dan b adalah bilangan bulat, maka a dan b 
kongruen modulo m jika m ∣ (a-b). Jika a dan b 
kongruen modulo m, maka dapat dituliskan a ≡ b 
(mod m). Jika m∤(a-b), maka dituliskan bahwa a ≢ 
b (mod m) dan dikatakan a dan b tidak kongruen 
modulo m. Bilangan bulat m disebut modulus dari 
kekongruenan tersebut [2]. 
2.5 PELABELAN 
Pelabelan pada suatu graf adalah sebarang 
fungsi yang memasangkan unsur-unsur graf (titik 
atau sisi) dengan bilangan (biasanya bilangan 
bulat). Jika domain dari fungsi adalah himpunan 
titik, maka pelabelan disebut pelabelan titik (vertex 
labeling). Jika domain dari fungsi adalah himpunan 
sisi, maka pelabelan disebut pelabelan sisi (edge 
labeling). Dan jika domain dari fungsi adalah 
himpunan titik dan sisi, maka pelabelan disebut 
pelabelan total (total labeling) [8]. 
2.6 PELABELAN GRACEFUL 
Pelabelan graceful pada graf G dengan q sisi 
adalah suatu fungsi injektif,   f : V(G)  { 
0,1,2,…,q } sedemikian hingga jika sisi xy dilabeli 
dengan  f x − f(y) , maka label sisi akan berbeda 
semua. Di sini, V(G) adalah himpunan titik pada 
graf G, sisi xy adalah sisi yang menghubungkan 
titik x dan titik y pada graf G. Graf yang memenuhi 
pelabelan graceful disebut graf graceful[6]. 
Berikut adalah contoh graf yang memenuhi 
pelabelan graceful : 
 
Gambar 1. Pelabelan Graceful 
  
 
 
3 PEMBAHASAN 
Pada bab ini akan dibahas mengenai 
pelabelan graceful sisi, dan beberapa teorema 
mengenai pelabelan graceful sisi.  
3.1 GRAF GRACEFUL SISI 
Misal G graf dengan p titik dan q sisi. Graf 
G dikatakan graceful sisi jika ada fungsi bijektif f : 
E(G)  { 1,2,…,q } dan fungsi bijektif g : V(G)  
{ 0, 1,2,…,p-1 } dengan g(u) ≡  fuv∈E(G) (uv) (mod 
p) [11].  
Berikut adalah beberapa contoh graf graceful 
sisi : 
 
Gambar 2. Graf Graceful Sisi 
 
3.2 TEOREMA-TEOREMA : 
Teorema 3.2.1 : 
Jika graf G dengan p titik dan q sisi adalah graf 
graceful sisi, maka p∣q2 + q −
p p−1 
2
 
Bukti : 
Karena G adalah graf graceful sisi, maka terdapat 
pelabelan graceful sisi pada graf G sehingga : 
label titik vi  ≡  lvi vj∈E(G) abel sisi vivj  (mod p) , 
untuk semua vi  ∈ V(G) 
⇔   label titik vi
i=p
i=1  ≡   labelviv j∈E(G)
i=p
i=1 sisi vivj (mod p) 
(Setiap sisi pada graf G terkait dengan dua titik. 
Sehingga jika menjumlahkan semua label titik 
dalam graf G, maka setiap sisi dihitung tepat dua 
kali) 
⇔  0+1+2+ …+(p-1) ≡ 2(1+2+3+…+q)(mod p) 
⇔ 
p(p−1)
2
 ≡ 2  
q(q+1)
2
  (mod p) 
⇔ 
p(p−1)
2
 ≡ q(q+1) (mod p) 
⇔ q(q+1) ≡  
p(p−1)
2
 (mod p) 
⇔ q2 + q ≡  
p(p−1)
2
 (mod p) 
⇔ p ∣ q2 + q −  
p(p−1)
2
 (mod p)  
Terbukti. 
Teorema 3.2.2 : 
Kp dengan p ganjil, p ≥ 3 adalah graf graceful sisi. 
Bukti : 
Untuk membuktikan bahwa suatu graf adalah graf 
graceful sisi, harus ditunjukkan ada fungsi yang 
memenuhi pelabelan graceful sisi pada graph 
tersebut. 
Labeli sisi-sisi Kp (p ganjil, p ≥ 3) dengan : 
f vivj =  
min i, j +   i− j − 1 p, untuk  i − j ≤
p − 1
2
maks i, j +  p −  i− j − 1 p, untuk  i− j >
p − 1
2
  
dengan  i ≠ j dan i, j ϵ { 1, 2, 3, …, p } 
(Pada Kp terdapat p-1 macam selisih i dan j. Pada 
fungsi f di atas, rumus fungsi dibedakan menjadi 
dua macam, yaitu untuk  i − j ≤
p−1
2
 dan untuk 
 i − j >
p−1
2
) 
Sedangkan titik-titik Kp dilabeli dengan : 
g vi =
 
 
 
 
 
 
 
 
    r
r=p−i+1
r=
p +3
2
 + i  
2p−i+1
2
 −
p+1
2
  mod p , untuk i ≤
p−1
2
   a + 1
a=
p−3
2
a=0  + i p− i   mod p , untuk i =
p+1
2
   a + i −
p−1
2
a=
p−3
2
a=0  + i  
p−1
2
   mod p , untuk 
p+1
2
< 𝑖 < 𝑝
  a + i −
p−1
2
a=
p−3
2
a=0   mod p , untuk i = p
   
Akibatnya label sisi-sisi pada Kp (p ganjil, p ≥ 3) 
adalah bilangan bulat 1, 2, 3, …, q dengan label 
berbeda pada setiap sisi dan label titik-titik adalah 
bilangan bulat 0, 1, 2, …, p-1 dengan label berbeda 
pada setiap titik dan label titik merupakan jumlah 
semua label sisi-sisi yang terkait ke titik tersebut 
modulo p. Pelabelan ini adalah pelabelan graceful 
sisi, sehingga ada pelabelan graceful sisi pada Kp 
dengan p ganjil. 
Jadi Kp dengan p ganjil adalah graf graceful sisi. 
Terbukti. 
Berikut adalah pelabelan graceful sisi pada 
K3, K5, K7 dengan label yang didefinisikan di atas : 
  
Gambar 3. Pelabelan Graceful Sisi pada Graf K3 
 
Gambar 4. Pelabelan Graceful Sisi pada Graf K5 
  
 
 
 
Gambar 5. Pelabelan Graceful Sisi pada Graf K7 
Teorema 3.2.3 : 
Jika graf komplit reguler k-partit, Kn1 ,n2 ,…,nk adalah 
graf graceful sisi, maka n ganjil dan k ganjil atau k 
kelipatan 4. 
Bukti : 
Pada graf komplit reguler k-partit, Kn1 ,n2 ,…,nk  
terdapat k himpunan partisi titik-titik di mana pada 
setiap himpunan partisi terdapat n titik. Sehingga 
banyak titik pada Kn1 ,n2 ,…,nk adalah kn. Karena 
Kn1 ,n2 ,…,nk adalah graf reguler, maka setiap titik 
berderajat sama, yaitu n(k-1). Dan banyak sisi pada 
graf ini adalah 
kn (kn−1)
2
. 
Berdasarkan Teorema 3.2.1, diperoleh : 
 kn ∣  
n(k−1)kn
2
 
2
 
+  
n(k−1)kn
2
   −  
kn (kn−1)
2
 (mod p)  
⇔   
n(k−1)kn
2
 
2
 
+  
n(k−1)kn
2
   −  
kn (kn−1)
2
=  b(kn) , 
untuk suatu bilangan bulat b 
⇔ 
 
n(k−1)kn
2
 
2
 +  
n(k−1)kn
2
   −  
kn (kn −1)
2
kn
= b 
⇔ 
n2(k−1)2kn
4
  +  
n(k−1)
2
   −  
(kn−1)
2
= b 
⇔ 
n3k(k−1)2
4
  −  
(n−1)
2
= b   …(i) 
Andaikan n genap   … (*) 
Karena n genap dan n merupakan banyak titik pada 
setiap himpunan partisi titik, maka n = 2x, untuk 
suatu bilangan bulat positif x, sehingga : 
n3k(k−1)2
4
 ⇔ 
(2x)3k(k−1)2
4
⇔  
8x3k(k−1)2
4
 ⇔ 2x3k(k − 1)2 
Karena x dan k adalah bilangan bulat, maka 
2x3k(k − 1)2 adalah bilangan bulat. 
Dari (i) : 
 
n3k(k−1)2
4
  −  
(n−1)
2
= b 
Karena 
n3k(k−1)2
4
=  2x3k(k − 1)2  dan b adalah 
bilangan bulat, maka 
(n−1)
2
 juga bilangan bulat. 
Dari (*), n genap sehingga n-1 ganjil, akibatnya 
(n−1)
2
 bukan bilangan bulat. 
Jadi n tidak mungkin genap atau n ganjil … (**) 
Karena n ganjil dan n merupakan banyak titik pada 
setiap himpunan partisi titik, maka n = 2y + 1, 
untuk suatu bilangan bulat positif y  … (ii) 
Dari (ii), maka : 
n−1
2
  ⇔ 
2y+1−1
2
 ⇔ y 
Sehingga 
n−1
2
 adalah bilangan bulat  
Dari (i) : 
 
n3k(k−1)2
4
  −  
(n−1)
2
= b 
Karena 
n−1
2
 dan b adalah bilangan bulat, maka 
n3k(k−1)2
4
 juga harus bilangan bulat. 
Dari (**), n adalah ganjil, akibatnya n3ganjil, agar 
n3k(k−1)2
4
 juga bilangan bulat, maka k(k − 1)2 harus 
bisa dibagi 4. 
Kasus 1, k genap : 
Karena k genap, maka k − 1  ganjil, akibatnya 
(k − 1)2 juga ganjil.  
Agar k(k − 1)2  bisa dibagi 4, maka k harus bisa 
dibagi 4.                                …(#) 
Kasus 2, k ganjil :  
Karena k ganjil, maka k − 1  genap, akibatnya 
(k − 1)2  juga genap dan bisa dibagi 4. Sehingga 
k(k − 1)2 selalu bisa dibagi 4.  … (##) 
Dari (#) dan (##) maka k harus kelipatan 4 atau k 
ganjil                                           … (###) 
Berdasarkan (**) dan (###), maka n harus ganjil 
dan k harus kelipatan 4 atau k ganjil. 
Jadi jika graf komplit reguler k-partit, 
Kn1 ,n2 ,…,nk adalah graf graceful sisi, maka n ganjil 
dan k ganjil atau k kelipatan 4.  
Terbukti. 
Teorema 3.2.4 : 
Graf roda W3 adalah graf graceful sisi. 
Bukti : 
Misal graf roda W3 dengan V(W3) = {v0, v1, v2, v3} 
dan E(W3) = { v0v1, v0v2, v0v3, v1v2, v1v3, v2v3 } 
Labeli sisi-sisi pada graf W3 dengan : 
f(v0v1) = 6 f(v0v2) =5 f(v0v3) = 4 
f(v1v2) = 2 f(v1v3) = 1 f(v2v3) = 3 
Sedangkan titik-titik pada graf W3 dilabeli dengan : 
g(v0)  = (f(v0v1) + f(v0v2) + f(v0v3)) (mod 4) 
 = (6 + 5 + 4)(mod 4) =  3 
g(v1)  = (f(v0v1) + f(v1v2) + f(v1v3)) (mod 4) 
 = (6 + 2 + 1)(mod 4) =  1 
g(v2)  = (f(v0v2) + f(v1v2) + f(v2v3)) (mod 4) 
 = (5 + 2 + 3)(mod 4) =  2 
g(v3)  = (f(v0v3) + f(v1v3) + f(v2v3)) (mod 4) 
 = (4 + 1 + 3)(mod 4) =  0 
Akibatnya label sisi-sisi pada graf roda W3 adalah 
bilangan bulat 1, 2, 3, 4, 5, 6 dengan label berbeda 
pada setiap sisi dan label titik-titik adalah bilangan 
bulat 0, 1, 2, 3 dengan label berbeda pada setiap 
titik dan label titik merupakan jumlah dari semua 
label sisi-sisi yang terkait pada titik tersebut modulo 
4 (banyak titik pada W3 adalah 4). 
Jadi graf roda W3 adalah graf graceful sisi.   
Terbukti. 
  
 
 
Teorema 3.2.5 : 
Graf roda Wn bukan graph graceful sisi untuk n ≠ 
3. 
Bukti : 
Graf roda Wn memiliki n + 1 titik dan 2n sisi. 
Andaikan graf roda Wn adalah graf graceful sisi, 
maka berdasarkan Teorema  3.2.1: 
 n + 1 ∣  2n 2 + 2n −
(n + 1)(n + 1 − 1)
2
 
⇔  n + 1 ∣ 4n2 + 2n −
(n + 1)(n)
2
 
⇔  n + 1 ∣ 4n2 + 2n −
n2
2
−
n
2
 
⇔  n + 1 ∣
7n2
2
+
3n
2
 
⇔
7n2
2
+
3n
2
= k(n + 1) , untuk suatu bilangan bulat k 
⇔
7n2
2
+
3n
2
n + 1
= k 
⇔
7n
2
− 2 +
2
n+1
= k    … (i) 
Kasus 1, n genap :   … (*) 
Karena n genap dan pada Wn , n > 3, maka n = 2x, 
untuk suatu bilangan bulat positif x, sehingga : 
7n
2
− 2 ⇔  
7
2
 2x − 2 
             ⇔ 7x − 2 adalah bilangan bulat. 
Dari (i) : 
7n
2
− 2 +
2
n + 1
= k 
Karena  
7n
2
− 2 dan k adalah bilangan bulat, maka 
2
n+1
 juga bilangan bulat. 
Dari (*), n genap, akibatnya n + 1 ganjil sehingga 
2
n+1
 bukan bilangan bulat. 
Akibatnya tidak ada bilangan bulat k =
7n
2
− 2 +
2
n+1
 sehingga  n + 1 ∤
7n2
2
+
3n
2
. 
Jadi graf roda Wn bukan graf graceful sisi untuk n 
genap   (#) 
Kasus 2, n ganjil : 
Pada Wn , n ≥ 3. 
Untuk n > 3 : 
2
n+1
<
1
2
 sehingga 
7n
2
− 2 +
2
n+1
= k bukan bilangan 
bulat 
Akibatnya tidak ada bilangan bulat k =
7n
2
− 2 +
2
n+1
 sehingga  n + 1 ∤
7n2
2
+
3n
2
. 
Jadi graf roda Wn bukan graf graceful sisi untuk n 
ganjil, n ≠ 3.  … (##) 
Dari (#) dan (##),graf roda Wn bukan graf graceful 
sisi untuk n ≠ 3.  
Terbukti. 
Teorema 3.2.6 : 
Graf bisikel dengan banyak sisi 5 adalah graf 
graceful sisi. 
 
Bukti : 
Satu-satunya graf bisikel dengan 5 sisi adalah : 
 
Gambar 6. Graf Bisikel dengan 5 Sisi 
Misal graf bisikel di atas, diberi nama B dengan 
V(B) = { v0, v1, v2, v3 } dan E(B) = { v0v1, v0v2, 
v0v3, v1v2, v2v3 } 
Labeli sisi-sisi pada graf B dengan : 
f(v0v1) = 5 f(v1v2) = 4 f(v2v3) = 1 
f(v0v3) = 3 f(v0v2) = 2 
Sedangkan titik-titik pada graf B dilabeli dengan : 
g(v0)  = (f(v0v1) + f(v0v3) + f(v0v2)) (mod 4) 
 = (5 + 3 + 2)(mod 4) =  2 
g(v1)  = (f(v0v1) + f(v1v2)) (mod 4) 
 = (5 + 4)(mod 4) =  1 
g(v2)  = (f(v1v2) + f(v0v2) + f(v2v3)) (mod 4) 
 = (4 + 2 + 1)(mod 4) =  3 
g(v3)  = (f(v0v3) + f(v2v3)) (mod 4) 
 = (3 + 1)(mod 4) =  0 
Akibatnya label sisi-sisi pada graf B adalah 
bilangan bulat 1, 2, 3, 4, 5 dengan label berbeda 
pada setiap sisi dan label titik-titik adalah bilangan 
bulat 0, 1, 2, 3 dengan label berbeda pada setiap 
titik dan label titik merupakan jumlah dari semua 
label sisi-sisi yang terkait pada titik tersebut modulo 
4 (banyak titik pada B adalah 4). 
Jadi graf bisikel dengan banyak sisi 5 adalah graf 
graceful sisi.  
Terbukti. 
Selain itu graf bisikel dengan 5 sisi juga 
dapat dilabeli dengan pelabelan graceful sisi yang 
lain, misalnya : 
 
Gambar 7. Beberapa Pelabelan Graceful Sisi pada Graf Bisikel 
dengan 5 Sisi 
Teorema 3.2.7 : 
Graf bisikel bukan graf graceful sisi untuk banyak 
sisi tidak sama dengan 5. 
Bukti : 
Graf bisikel memiliki n - 1 titik dan n sisi. 
Andaikan graf bisikel adalah graf graceful sisi, 
maka berdasarkan Teorema 3.2.1 : 
 n − 1 ∣ n2 + n −
(n − 1)(n− 1 − 1)
2
 
⇔  n − 1 ∣ n2 + n −
(n − 1)(n− 2)
2
 
  
 
 
⇔  n − 1 ∣ n2 + n −
n2
2
+
3n
2
− 1 
⇔  n − 1 ∣
n2
2
+
5n
2
− 1 
⇔
n2
2
+
5n
2
− 1 = k n− 1 , k ∈ ℤ 
⇔
n2
2
+
5n
2
− 1
n − 1
= k 
⇔
n
2
+ 3 +
2
n−1
= k  … (i) 
Kasus 1, n genap :   … (*) 
Karena n genap dan pada graph bicycle, n > 3, 
maka n = 2x, untuk suatu bilangan bulat positif x, 
sehingga : 
n
2
+ 3 ⇔  
2x
2
+ 3   
⇔ x + 3 adalah bilangan bulat. 
Dari (i) : 
n
2
+ 3 +
2
n−1
= k  
Karena  
n
2
+ 3 dan k adalah bilangan bulat, maka 
2
n−1
 juga bilangan bulat. 
Dari (*), n genap, akibatnya n - 1 ganjil sehingga 
2
n−1
 bukan bilangan bulat. 
Akibatnya tidak ada bilangan bulat k =
n
2
+ 3 +
2
n−1
 
sehingga  n − 1 ∤
n2
2
+
5n
2
− 1. 
Jadi graf bisikel bukan graf graceful sisi untuk 
banyak sisi genap … (#) 
Kasus 2, n ganjil : 
Pada graf bisikel, n > 3. 
Untuk n = 5 : 
Dari (i) 
n
2
+ 3 +
2
n−1
= k  
⇔ k =  
n
2
+ 3 +
2
n−1
  
⇔k =
5
2
+ 3 +
2
5−1
  ⇔k = 6 ∈ ℤ 
Untuk n > 5 : 
2
n−1
<
1
2
 sehingga 
n
2
+ 3 +
2
n−1
= k bukan bilangan 
bulat. Akibatnya tidak ada bilangan bulat k =
n
2
+
3 +
2
n−1
 sehingga  n − 1 ∤
n2
2
+
5n
2
− 1. 
Jadi graf bisikel bukan graf graceful sisi untuk n 
ganjil, n ≠ 5.  … (##) 
Dari (#) dan (##),graf bisikel bukan graf graceful 
sisi untuk n ≠ 5. 
Terbukti. 
Teorema 3.2.8 : 
Graf trisikel dengan 6 sisi adalah graf graceful sisi. 
Bukti : 
Graf trisikel dengan 6 sisi adalah graf roda W3. 
Berdasarkan Teorema 3.2.4, maka trisikel dengan 6 
sisi adalah graf graceful sisi. 
Terbukti. 
 
Teorema 3.2.9 : 
Graf trisikel dengan sisi selain 6 dan 14 bukan graf 
graceful sisi. 
Bukti : 
Graf trisikel memiliki n - 2 titik dan n sisi. 
Andaikan trisikel adalah graf graceful sisi, maka 
berdasarkan Teorema 3.2.1 : 
 n − 2 ∣ n2 + n −
(n − 2)(n− 2 − 1)
2
 
⇔  n − 2 ∣ n2 + n −
(n − 2)(n− 3)
2
 
⇔  n − 2 ∣ n2 + n −
n2
2
+
5n
2
− 3 
⇔  n − 2 ∣
n2
2
+
7n
2
− 3 
⇔
n2
2
+
7n
2
− 3 = k n − 2 , k ∈ ℤ 
⇔
n2
2
+
7n
2
− 3
n − 2
= k 
⇔
n
2
+
9
2
+
6
n−2
= k    … (i) 
Kasus 1, n ganjil :   … (*) 
Karena n ganjil dan pada graf trisikel, n ≥ 6, maka n 
= 2y + 1, untuk suatu bilangan bulat positif y, 
sehingga : 
Dari (i) : 
n
2
+
9
2
+
6
n−2
= k  
⇔ k =
n
2
+
9
2
+
6
n − 2
 
⇔ k =
2y +  1
2
+
9
2
+
6
2y +  1 − 2
 
⇔ k =
2y +  1
2
+
9
2
+
6
2y −  1
 
⇔ k = y + 5 +
6
2y − 1
 
Karena  y + 5 dan k adalah bilangan bulat, maka 
6
2y−1
 juga bilangan bulat.  
Tapi 
6
2y−1
 adalah bilangan bulat hanya untuk y = 1 
dan y = 2 yang artinya hanya untuk n = 3 dan n = 5. 
Padahal tidak ada graf trisikel dengan 3 sisi dan 5 
sisi. 
Jadi graf trisikel dengan banyak sisi ganjil bukan 
graf graceful sisi.                               … (#) 
Kasus 2, n genap :   … (**) 
Pada graf trisikel, n ≥ 6. 
Untuk n = 8 : 
Dari (i) 
n
2
+
9
2
+
6
n−2
= k  
⇔ k =  
n
2
+
9
2
+
6
n−2
  
⇔ k =  
8
2
+
9
2
+
6
8−2
  
⇔ k =
19
2
∉ ℤ  
Untuk n = 10 : 
Dari (i) 
n
2
+
9
2
+
6
n−2
= k  
⇔ k =  
n
2
+
9
2
+
6
n−2
  
  
 
 
⇔ k =  
10
2
+
9
2
+
6
10−2
  
⇔ k =
41
4
∉ ℤ  
Untuk n = 12 : 
Dari (i) 
n
2
+
9
2
+
6
n−2
= k  
⇔ k =  
n
2
+
9
2
+
6
n−2
  
⇔ k =  
12
2
+
9
2
+
6
12−2
  
⇔ k =
111
10
∉ ℤ  
Untuk n > 14 : 
6
n−2
<
1
2
 sehingga  
n
2
+
9
2
+
6
n−2
= k bukan bilangan 
bulat. Akibatnya tidak ada bilangan bulat k =
n
2
+
9
2
+
6
n−2
 sehingga  n − 2 ∤
n2
2
+
7n
2
− 3. 
Jadi graf trisikel bukan graf graceful sisi untuk n 
genap kecuali untuk n = 6 dan  
n = 14.     … (##) 
Dari (#) dan (##),graf trisikel bukan graf graceful 
sisi untuk banyak sisi selain 6 dan 14. 
Terbukti. 
 
4 PENUTUP 
4.1 Kesimpulan 
1. Misal G adalah graf dengan p titik dan q sisi. 
Graf G dikatakan graceful sisi jika ada 
fungsi bijektif f : E(G)  { 1,2,…,q } dan 
fungsi bijektif        g : V(G)  { 0, 1,2,…,p-
1 } dengan g(u) ≡  fuv∈E(G) (uv) (mod p). 
2. Jika graf G dengan p titik dan q sisi adalah 
graf graceful sisi, maka p∣( 𝑞2 + 𝑞 −
p(p−1)
2
. 
3. Kp dengan p ganjil, p ≥ 3 adalah graf 
graceful sisi. 
4. Jika graf komplit reguler k-partit, 
Kn1 ,n2 ,…,nk adalah graf graceful sisi, maka n 
ganjil dan k ganjil atau k kelipatan 4.  
5. Graf roda W3 adalah graf graceful sisi. 
6. Graph roda Wn bukan graf graceful sisi 
untuk n ≠ 3. 
7. Graf bisikel dengan banyak sisi 5 adalah graf 
graceful sisi. 
8. Graf bisikel bukan graf graceful sisi untuk 
banyak sisi tidak sama dengan 5. 
9. Graf trisikel dengan banyak sisi 6 adalah 
graf graceful sisi. 
10. Graf trisikel dengan banyak sisi selain 6 dan 
14 bukan graf graceful sisi. 
4.2 Saran 
Skripsi ini hanya membahas tentang 
pelabelan graceful sisi pada graf komplit, graf 
komplit reguler k-partit, graf roda, graf bisikel, dan 
graf trisikel. Bagi para pembaca yang tertarik 
mengembangkan tulisan ini dapat membahas 
pelabelan graceful sisi pada jenis-jenis graf yang 
lain. Misalnya pada graf Pm x Pn, graf Cm ∪ Cn, graf 
Cm x Cn, graf Petersen, graf Pohon, dan lain 
sebagainya. Selain itu dapat pula dibahas tentang 
pengembangan dari pelabelan graceful yang lain 
misalnya pelabelan graceful titik, pelabelan graceful 
kuat, pelabelan super sisi graceful, dan lain-lain. 
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